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Synop8i8：In　this　note　we　consider　afhne　flows　with　some　conditions
（called　the　compteteness）on　clo8ed　3－manifblds．　We　wil1　determine
all　the　3－manifolds　which　bear　the　comp｝ete　nows，　and　will　exhibit
・11th・di・ti・・t　typ…f・xampl…fmi・ima田・w・i・thi・c・t・g・・y．
§1． Introduction　and　the　statement　of　results
　　　It　is　an　interesting　as　well　as　a　very　dif且cult　problem’to　find　a　con。
dition　for　a　given　non－singular且ow　to　admit　a　transverse　codimension
one．foliation．　There　we　find　a　partiaユanswer　on　3－manifolds　for　Sl－
bundles（［M】，［WD，　Seifert　manifolds（［E－H－N］），　Morse－Smale且ows（［G　1］，
［S】，［YD　and　Smale且ows（［G　2D．
　＊1　Partially　supPorted　by　Chief　Research　in　19890f　the　Institute　of　Science　and！rech」
nology　in　Meiji　University
　＊2Partially　supported　by　Grant－in－Aid　for　Encouragement　of　Young　Scientists　in　1991
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　typeset　by　plain　TEX
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　　　　On　the　other　hand且ows　without　closed　orbits　or　especiaHy　minima1
且ows（且ows　with　all　orbits　dense）are　also　fascinating　objects　ill　consider－
ing　the　above　problem．
　　　　There　we　know，　however，　few　examples　of且ows　of　this　type．　One
of　this　reason』奄刀@that　in　general且ows　are　di伍cult　to　describe　because
of　their　vast　variety，　which，　in　contrast　to　the　codimension　one　foliation
ca8e，　comes　mainly　from　the　abundance　of　diffeomorphisms　on　manifolds
of　dimension＞1．　Among　them　a伍ne且ows　or　more　generaユly　transversely
geometric且ows　are　objects　fairly　easy　to　treat．
　　　　III　these　colltext　the　main　interest　in　this　paper　is　to　find　minimal
examples　in　a伍ne且ows．　In　this　n6te　we　will　investigate　3－manifolds
admitting　some　affine且ows　with　restricted　conditions（the　assumptions
（a）〈b）in§2），　alld　on　these　3－manifolds　we　will　eXhibit　distinct　types　of
examples　of　minimal且ows．　　　　　　　　「
　　　　In§2，　we　state　our　assumptions（a）（b）and　prepare　some　tools　nec－
essary　to　advance　our　arguments．　By　these　assumptions　we　will　see　that
the　3－manifolds　which　we　must　treat　are　only　T20r　K2．bundles　over　S1，
In§3，　we　treat　the　area　preserving　case，　in　which　we　find“11011－linear，，
minima1且ows　on　T3　and　minimal　flows　on　parabolic　T2－bundles　over　S　i．
In§4，　we　treat　the　general　case・We　determine　3－manifolds　which　supPort
our且ow．　In§5，　we　treat　the　K2－bundle　case．　The　notion　of　the　uniform
distribution　is　used　as　a　criterion　for　the　minimality　of且ows．
　　　　This　paper　is　intended　as　a　preparatory　issue　as　well　as　a　memoran－
dum　for　further　study　of　afine　flows　on　closed　3－manifolds．　Therefore
the　proofs　alld’examples　in　this　paper　are　described　in　a　fairly　precise
manller　and　without　sophistication．
　　　　The　author　would　hke　to　express　his　gratitude　for　the　members　of
the　Saturday　seminar　at　the　Tokyo　Institute　of　Technology．
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§2． Preliminaries
　　　　Let．M　be　a　closed　connected　3－manifold　andψbe　a　fbliation　with
1－dimensional　leaves（we　call　such　a　foliation　a　floω）．　Each　leaf　of　g
is　ca皿ed　an　or6髭and　a　compact　leaf　a　closed　orbit．　Also　a且ow　with　al
orbits　dense　is　caled　a　minimal且ow．
　　　Consider　the　group　of　the　afine　transformations
Aff（2）＝　GL（2；R）・R2
acting　on・the　2－plane　R2．　Each　element∫∈Aff（2）has　the　following
form：for∀x∈R2，
∫（¢）＝船＋α，
where．4　is　a　2　by　2　matrix　with　det　A≠Oandα∈R2．　In　this　case
we　dellote　f＝（．4，α）．　One　can　easily　verify　that　for　f＝（A，α）and
9＝（B，b），∫9＝（AB，α十肋）andノー1＝（且一1，－A’－ia）．　We　call　A　the
lineαr　part　of∫andαthe　trαn81αtion　part　of／respectively．　An　element
∫∈Aff（2）is　hyperbolic　if　all　eigenvalues　of　its　linear　part　are　real　and
≠士1．
　　　　Letσbe　a　subgroup　of　all　the　real　analytic　diffeomorphisms　of　R2
and　g　be　a（transversely）（0，　R2）－floω　on　M．　By　definition　there　exists　a
farnily　of　triples｛（Ui，π歪，9iゴ）Ii，ゴ∈1｝such　that｛Ui｝be　an　open　covering
of　M，　Ti：Ui→R2　a　smooth　submersion，　alld　giゴthe　restriction　of　an
element　of　G　onπゴ（Ui∩Uj）satisfying　9iゴoπゴ＝πi　on　Ui∩Uj．
　　　　For　any（G，　R2）一且ow　g，　we　can　consider　the　deveZoping　map　D：
　M→R2　and　the　holonomy　homomorphism　h：π1（M）→σsuch　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Dis　a　submersion　from　the　ulliversal　covering　space　M　of　M，　and　for
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀’）’∈π1（M）and　for∀p∈M，　D（7・p）＝ん（”）’）（D（p）），　where　7　acts　on
　Mby　the　deck　transformation．　The　image　1「＝ん（π、（M））is　called　the
holonomy　group　of　g．　Ifσ＝Aff（2），　then　a（σ，　R2）。且ow　is　also　called
15
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㎝顔π・且・w・Simil・・1y　we　can　f・・mul・t・th・n・ti・n・f（σ，X）』・w・f。，
・imply・・nnect・d　rea1・analyti・manif・ld　X　and　f・・a・ubg・・upσ。f，eal
anaユytic　diffeomorphisms　on　X．
　　　Definition　2．1．
　　　An　a伍ne且ow　g　is　complete　if　and　only　if　D　is　surjective　and　is　a
丘bre　bulldle血ap．
　　　Remark．．　In　this　case　each　D．丘ber　is　di任eomorphic　to　R　and　the
　　　　　　　　　　　　　universal　cover　M　is　diffeomorphic　to　R3．　In　particular　M　is　irreducible．
　　　Assumption：In　this　paper　we　assume’all　the且ows　are
　　　（a）c・mplete　aMne且・ws，
　　　（b）without　closed　orbits．
　　　L・mma　2・2・L・t　X　b・a・ingu1・・2by　2　m・t・ix．　Th・n　by　an
・1・m・nt・in・GL（2；R），Xi・c・njug・t・t・［凋一・u，・∈R・
Proof．IfX－m副鉛rs・m・t∈R，・th・n
［1小圖一［a6tb　8］・
Another　case　is　similar．　q．e．d．
　　　Proposition　2・3・　Up　to　conjugacy　in　Aff（2），
element　f∈1「has　the　following　form：
a丘xed　point　free
L
??ー
?ー??ー（?＝?
with　either
’（i）P＝1and　9：＝Oandα≠o（nontrivial　translation）
or
16
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（ii）n・t（i）and・・≠・wh・・eα一m制・
In　particular　a丘xed　point　free／is　of　in丘nite　order．
　　　　Proof．　The　equation　Ax十α＝xdoes　not　have　a　solutioll　only　if
A－・issingula・・Inthi・casebyL・一・2・2wecanas・um・A一
for　some　p，　q∈R．　Then（A－1）x＝αdoes　not　have　a　solution　only　if
（i）A「1＝Oandα≠・・r　A－1≠Oand・・≠0．　Th・・u伍・i・n・y・f
the　condition　is　obvious．　If／is　of　type（ii）above，　then　since　the　2nd
component　of　the　translation　part　ofノπis　equaユtoηα2，ノis　of　in且nite
order（see　4．3（2）below）．　q．e．d．
　　　　Proposition　2．4．　We　have　the　following：
　　　・（1）ん：π1（M）→Aff（2）is　injective．
　　　　（2）Evρry　non－trivial　g∈1「is　periodic　point　free（especiaUy　fixed
point　free）・In　particular　1「is　a　torsion　free　group．
　　　　Proof・　（1）Ifんis　not　injective，　then　K＝kerんis　non．trivial　alld
since　K　is　a　subgroup　of　7ri（M），　K　acts　ori　each　D一丘ber（i≧R）freely　and
properly　discontinuously．　Hence　K望Z，　and　this　means　the且ow　g　is　a
Seifert　fibration，　which　contradicts　the　assumption（b）．
　　　　（2）Ifgi・・f・finit…d・・，　th・n　by　P・・P・・iti・n　2．3，　g　ha・a丘x・d　p・int
p．Since　g　acts　on　D－1（p）freely，　D－1（p）correspollds　to　a　closed　orbit　of
g，which　contradicts　the　assumptio11（b）．　Thus　every　non－trivial　g　is　of
infinite　order・If　9　has　a　periodic　point　of　period　n，　then　gn　is　a　nontrivial
・1・m・nt　with　a　fi×・d　p・int　whi・h　a1・…rre・p・nd・t・a・1・・ed・・bit・f　g，
acontradiction．　q．e．d．
　　　Theorem　2．5．（［E－M】）（a　version　used　in　Pla皿te［PD
　　　L・tMb・an　irredu・ible　c・mp・・t　3－manif・ld・u・h　th・tπ、（M）i・
almost　solvable　and　H　1（M；Z）≠0．　Then　either
　　　　（1）π1（M）≦≧Z2eZor
17
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　　　　（2）Mis　a　bundle　over　SI　with　the　fiber　a
ba皿d・，　Klein　bottle　K2，0r　torus　T2．
disc，　annulus，　M6bius
For　the　proof，　see　Plante［P1．
§3． Area　preserving　case
　　　In　this　section　we　treat　some　restricted　case　and　we　observe　that　in
this　case　the　fundamental　group　of　M’is　nilpotent，　from　which　we　de－
termine　3－manifolds　supporting　our且ows．　Also　we　will　obtain　all　typical
examples　of　minimal且ows．
　　　Letσo＝SL（2；R）・R2（the　area　preserving　aMne　transformations）
andlconsider　the（Go，R2）一且ows．
　　　　Proposition　3．1．　An　element∫＝（A，α）∈Go　is　fixed　point　free
if　and　only　if
　　　　either（1）ノ＝（1，α）andα≠o（non－trivia工translation）
　　　or（2）trace．4＝2and　A≠1（we　call　such　an／parabolic），　and　by
asuitable　conjugacy　in　SL（2；R），ノis　of　the　following　form：
　　　　　　　　　∫一（圏，［＄］）with・≠・and・・≠・・
　　　Proo£　　This　is　a　corollary’of　Proposition　2．3．
Putσ・一｛（H・［：i］）1・∈R・［li］∈R・｝・
　　　Proposition　3．2．　By　a　suitable　conjugacy　in　SL（2；R），　we　have
1「⊂（；1，a皿d　every　non－trivial　f∈rsatisfies：
ifα≠0，thenα2≠0．
　　　　　　　　18
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　　　　Proo£　　If∀∫∈1「is　a　translation，　then　we　are　done．　Otherwise　by
3・1，upt・c・njug㏄脇th・・ee－・1・m・ntノー（周，［亀］）with・
α≠Oandα2≠0．　By　3．1，　fbr　each　element　in　1「，　the　trace　of　the　linear
part・i・equal・t・2・F・・ea・hg－（圓，［舞］）∈rwithp＋・－2・and
　　　　　　　　　　　the　trace　of　the　linear　paエt　of∫g　is　p十8十ar，　which　mustP8－qr＝1，
be　equaユto　2，　and　thu芦r・＝0，　then　we　have　p＝8＝1，　q．e．d．
D・finiti－3・3・L・tσ・一｛f・・＝（・，［智］）1・・∈R｝・－d・ak
an　element　ofσ2　a　special　translation，
　　　　One　can　easily　verify　the　following　lemma．
－q3・4・L・げ一（H，［1；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］）andg－（［l
be　two　elements　ofσ1．　Then　the　following　formulae　hold：
（・）∫9－（［6　“tb］，圏＋［わ・為αδ・］）・
　　　　In　particulaぼthe　2n
（2）9∫9－1－（［6i］，［ll］＋［bα・石αb・］）・
（3）9∫9－1ノー・一（ろ［ba2　6　ab2］）・
　　　　Lemma　3．4　shows　the　following　lemma．
　　　　Lemma　3．5．　The　commutator　subgroup［G1，σ1］＝
is　the　center　ofσ1．
　　　　Corollary　3・6．　1「is　nilpotent．
　　　Proposition　3．7．
　　　Proof．　By　3．4（1），
ρ・π・（M）ZT－Rbyお・igning（圏，［＄
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1］，周）
d　component　of　the　translation　part　is　additive．
G2，　and　 2
H1（M；R）≠Oandπ1（M）is　torsion　free．
we　can　construct　a　non－trivial　homomorphism
　　　　　　　　　　　　　　　　　］）一・・（lf・T⊂G・・th・n
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・・n・id・・（・，［智］）一・・）・Thu・H・（M；R）≠・・　By・3・2，・v・・yn・面vi・1
element　of　1「is　of　in且nite　order．　Henceπ1（M）is　torsioll　free．　q．e．d．
Proposition　3．8．Mis　the　total　space　of　a　T2－bundle　over　S1．
　　　　Proo£　　Since∂ルf＝の，　by　2．5　and　3．7，ルf　is　the　total　space　of
either　a　T20r　1ぐ2－bundle　over　51．　In　the　Klein　bottle　case，π1（1ぐ2）窪
〈8，オ18オ3－1二孟一1＞must　inject　to　1「byん．　Then　from　the　relatiol1
8オ8－1オー1＝¢－2，ん（t2）and　aユsoん（オ）must　be　a　special　translation．　By
3．4（2）and　the　group　relation，　we　haveん（オ）＝1，　which　contradicts　the
injectivity　ofん．　Thusルt　is　a　T2－bundle　over　51．　q．e．d．
　　　　Next　consider　the　monodromy．4∈GL（2；Z）of　M．
　　　　Proposition　3．9．　The　possible　mon6dromy．A　of　M　is　one　of　the
foUowingS．
　　　　（1）det　A＝1and　Itrace／ll≦2
　　　　（2）det　A＝－1　and　trace／1＝0．
　　　　Proof．　If　the　monodromy　．A　is　not　a　one　as　above，　then　A　is　a
hyperbolic　matrix　and　this　implies　thatπ1（M）is　not　Ililpotent，　which
contradicts　3．6．　q．e．Nd．
　　　Now　we　determine　the　monodromy．　The　following　two　propositions
are　well　known．
　　　Proposition　3．10．　The　conjugacy　classes　in　GL（2；Z）with　det
＝－1and　trace＝Oare　as　follows：
［100－－1］，［111］，［ll］・
20
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　　　　Proposition　3．11．　The　conjugacy　classes　in　GL（2；Z）of　elements
with　det＝1and　Itrace1≦2are　as　follows：
（1）t・ace－・・一・［911｝
（2）t・ace－・・一・［1三1］・
（3）t・ace－一・cas・・［ユ1、］・
④t・ace－2ca…［副（n∈Z）・
（5）t・ace－－2・as・・［禍］（n∈Z）・
　　　　Theorem　3．12．
　　　　（1）Madmits　a（σo，R2）一且ow　with　the　assumptions（a）and（b）if
and　only　if　M　is　the　7「2－bundle　over　51　with　monodromy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圏（n∈z）・
　　　　（2）For　each．M　arising　in（1），　minirnal　flows　are　realizable．
　　　　（3）In　T3　case（η＝0），　there　eXists　an　aMne　minimal　flow　other　than
the　linea工ones．
　　　　Le血ma　3．13．　Ifβ≠1，　then　there　cannot　exist　a　relation
7β7－i≒β一iinπ1（M）．
　　　　P…f　D・n・t・th・im・g・ん（β）by　G・By　3．2　we　can，etβ＝
（H，圖）and・a－（［61］，［：1］）・By・3・4，th・・e1・ti・n禰一・－
A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aβ『1imphesβ霜1，　a　contradiction．　q．　e．d．
　　　　Proof　of　Theorem　3．12．
We　examine　the　eXistence　of　the　structure　for　each　monodromy　A．
　　　　case　1．　　det／1＝－1　and　trace／1＝0．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　21
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We　will　see　that　this　case　does　not　occur．
　　　　（1）五一［ll］・
In　this　case　the　fundamental　group　of　M　has　the　fbllowillg　presentation：
　　　π1（M）＝〈α，β，ッ1［α，β】＝1，7α7－1＝β，7β7－1＝α〉．
Set
∂一（［川ll］），β一（［61］，團），＆一（［川1；］）・Fr’・m
　　　　　　　　　　　　　　　　　　バthe　relationつ～沸一1＝β，　we　obtainα1＋cα2一αc2＝bl，α＝ba皿dα2＝b2，
　　　　　　　　　　　　　　　　ムFtom　the　relatio11＆β牟一1＝∂，　we　obtain　61＋cb2－　bc2＝α1．　Then　we
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バhaveα1＝bl．　This　shows∂＝β，　and　that　Kerん≠1，　a　contradiction．
（2）A－m11、］・
In　this　case　we　have
π1（M）＝〈α，β，71【α，β］＝1，7αrγ一1＝αβ，7β7－1＝β一1＞．
The　last　relation　contradicts　Lemma　3．13．
（3）A－m1　P1］・
In　this　case　we　have
π1（M）＝〈α，β，ッ1［α，β］＝1，7α7－1＝α，7β7－1＝β一1＞．
The　last　relation　contradicts　Lemma　3．13．
case　2．det　A＝1and　ltrace　Al≦2．
（1）A－［ユ1］・
In　this　case　we　have
π1（M）＝〈α，β，71［α，β】＝1，70r7－－1＝β，7β7－1＝α一1＞．
Then　we　have　O2∂＆－2＝∂－1　and　by　3．13，　we　have　a　contradiction．
（2）A＝m111］・
In　this　case　we　have
22
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　　　π1（M）＝〈α，β，”）’1［α，β】＝1，7α7－1＝αβ，7β7『i＝α一1＞．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　Then　by　the　2nd　relationβis　a　special　translation，　and　then　from
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Athe　3rd　relation　we　haveβ＝∂－1，which　contradicts　the　injectivity　ofん．
（3）A－m三151］・
　　　In　this　ca8e　we　have
　　　π1（M）＝〈α，β，71［α，β］＝1，7α7－1＝α嫡1β一1，7β7鼻1＝α〉．
　　　Comparing　the　linear　paエt　and　2nd　component　of　the　translation
part　in　the　last　two　relations，　we　haveα＝b＝Oandα2＝b2＝0．　Then
　　　　　　　　　　バboth舳dβco㎜ute　withり，　and　we　have∂3＝1，　which　contradicts
the　injectivity　ofん．
（4）A－m禍］（n∈z）・
In　this　case　we　have
rl（M）　：〈α；β，71［α，β］＝1，7α7－1＝α一1βn，7β7一匿1＝β一1＞．
The　last　relation　contradicts　Lemma　3．13．
　　　　（5）A・1．
　　　There　exists　a　minimal　representation　h　which　does　Ilot　correspond
to　the　usual　linear　flows．　See　examples（ii）and（iii）below．
　　　Let　To　deriote　the　subgroup　consisting　of　all　the　translations　in　Aff（2）．
　　　　Example（i）
　　　　By　considering　the　representation　into　To，
lnear且OWS　on　T3．
we　obviously obtain　usual
　　　　Definition　3．14．　Asequenceω＝｛Xn｝in　R　is　uniformly伽一
tributed　mod　1（u．d．mod　l　for　short）if　and　only　if　the　following　holds：
fbr∀α，　b　satisfyiIlg　O≦α＜b≦1，
　　　　T（N）lim　　　　　　　　　　＝b＿a
N→。。　1V
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wh・・e　T（N）＝≠｛x・1・＜bln＜b（1≦n≦N）｝and・bln＝Xn一團i・
the　fractional　part　ofωn．
　　　F・・Rk－valu・d・equ・nce・（k＞1）th・n・ti・n　u．d．m・d　l　is　simi1。，ly
defined．
　　　Theorem　3．15．（［K－ND　If∫＠）＝θた♂十…十θ1x　is　a　polynomial
and　someθゴis　irrationa1，　then　the　sequence｛ノ（n）｝（η∈N）is　u．d．mod　1．
　　　Theorem　3．16．（［K－ND　An　Rた一valued　sequence｛xn｝is　u．d．　mod
lif　and・nly　if　f・・∀α∈Zた＼｛・｝，　th・・eal・valu・d・equ・nce｛α・xn｝i・
u．d．　mod　1．
　　　　Erom　the　above　two　theorems　one　can　easily　verify　the　following
　　　　Lemma　3．17．　Ifαand　b　are　irrational　and　1，α，b　is　linearly　in－
d・p・nd・nt・ver　Q，　th・n　th・・ub・et　D－［1］z＋z・i・d・n・e　in　R・
（K・・neck・・）・M・・e・v・・｛xn｝，wh・・一・一｣，i・u・d・m・d　1・．
　　　　Example（ii）　There　are且ows　such　that　r∩To≡≧Z．
L・t∂一（圏倒），β一（ろ團），＆一（［川：1］）with
α，c≠Obethe　　　　　　　　　　　　　gen，erators　of　1「．　　 　　　　　　　　　　 　　 　　By　the　co㎜uting　relation　we　see　that
b・＝Oand　th・t　th・・e　i・a・・n・tant・≠0・ati・馳g・、／・＝・，／・＝・．
Ftt・therm・・ec・njug・tingby［1／8α21鬼。］w・m・yassum・κ一1and
∂一（［副，［qi］），β一（・，［告］），＆一（［川c3］）・
・nec－v・・ify　th・t∂・Gq＆r－（［1叫［λ鯉］）wh・・e
　　　　λ（P，q，・）＝麦P（P－1）＋・・P＋Sc2r（・－1）＋・、・＋・pa＋b、q
　　　　　　　　　　　　　　　　1（P＋・・）2＋（・・－5）P＋（・、－5C2）・＋b、q．
　　　Since　we　are　assuming　that　1「∩7b窪Z，1，cmust　be　lineady　illde－
pendent　over　Q．
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　　　　Since　th・・ubg・・up・H　g・n・・at・d　by∂andβi・di・cret・in・Aff（2）and
R2／H　・r　T2，　th・畑・wing・・ti・n・fπ、（T3）・n　R・・（wh・・e　c。。，din。t。、
are（x，z）with　x∈R2　and　z∈R）
　　　α（x，z）＝（∂（x）・z），β（x，　z）＝（β（x），z），7（x，z）＝（＆（x），z＋1），
defines　deck　transformations　on　the　universaユcover　73，and　the　projection
D：（x，z）卜→¢gives　our　developing　map．
　　　Minima1且ows　are　given　as　follows：
　　　Choose　c，　c’such　that　1，c，　c’／bl　is　linearly　illdependent　over　Q．　Set
・・一 ¥and・・＝圭c2＋・’．　Th・n
λ（P，q，・）－1（P＋・・）・＋・’・＋b、q．
F・・any一cand　u
｛（Pn，qn，rn）｝such　that
一周，by　3・17，　we－・h…ea・equ・nce
Pn＋crn→v－y
and
b・qn＋・’・n－U－（X＋（V－y）y＋1（・－y）・！
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムas　n→Oo．　Then　we　haveδρπβqn『p「n（x）→u．
is　a　minimal「one．
Thus　this　representation
　　　　For　non。minimaユ且ows　we　see　that　each　minimal　set　is　a　saturated
T2　in　T3　as　follows．
Byth・diff・・m・・phi・mT・m1］一［や2］，th・a・ti・n・fH・n
R2　i・analyti・ally・diff・・m・・phi・t・th・u・ual　Z・…ti・n，　and。n　th。　t。，us
R2／H　th・diff・・m・・phi・m・induced・by・＆・i・diffe・entiably・・njug・t。　t。　a
rotation・Since　c　is　irrational，　each　minimal　set　is　a　saturated　T2．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　25
明治大学科学技術研究所紀要　31（3）：1992
　　　　Example（iii）　There　are且ows　such　that　every　non－trivial　element
in　r、is　parabolic（we　call　such　1「apurely　pαTαbolic　subgroup）．
　　　As　above，　up　to　conjugacy　we　may　assume
δ一（圃，［11］），β一（［ll］，［bs］）・nd・＆一（［川宅］）・
Then　one　ca皿verify　that
　　　　　　　　　　　∂・β・γ一（［lP＋bl＋c「］，［P準蟹溜］）
where
λ（P，9，・）＝・・P＋麦P（P二1）＋b・q＋Sb2q（q－1）
　　　　　　　　　　＋…＋c2告・（r－1）＋bp9＋・）pr＋b・q・
　　　　　　　　　　＝圭（P＋bg＋・・）2＋（・・一麦P＋（b・一去わ2）q＋（・、－ic2）・．
　　　　Since　we　are　assuming　that　1「is　purely　parabolic，1，b，　c　must　be
lineally　indepe丑dent　over　Q．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Th・a・ti・n・fπ・（T3）・n　T3　i・giv・ゆy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　α（x，・）＝（∂（x），の，β（x，・）＝（β（x），・），ッ（x，・）＝（＆（x），・＋1），
and　the　projection　D：＠，のト・xgives　our　developing　map　as　before．
　　　　Minimal且ows　are　given　as　fonows：
　　　　Ch…ei・rati・nal・b，・，　d・u・h　th・t　b・th　1，b，・，　d・and　1，・一砿伽，
1i皿early　independent　over　Q・Sel　q1＝麦，bl＝1＋去b2，c1＝去c2→－d・
Then
　　　　　　　　　　　　　　λ（P，q，「）＝1（P＋bq＋・・）・＋q＋dr・
　　　Lemma　3．18．　The　set
　　　　　　　　　　　　　　　　D－｛［P旱剃厭z｝
is　dense　in　R2．
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T，撫hatC・n・’der　th・’in・ari・・m・・phi・mT〒［？1］・R2－R2・
　　　　　　　　　　　　T（［（－tU＋c　　　dr）1＋［ぢ］）一［P3あ牢。，］・
Sinceth・・equ・nce｛x・｝，　wher－・一［（一尾ナc）1，i・u・d・m・d　1，　w・
have　the　desired　result．　q．e．d．
By3・18加y－m1］and駕一［讐］，wecan・h…ea・equ・nce
｛（jPπ，qπ，rn）｝such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P。＋6q。＋crn→v－y
and
　　　　　　　　　　　　q・甑一一（x＋（－y）y＋1（－y）・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aas　n→∞・Then　we　have∂Pnβqn＆「n（¢）→u．　Thus　this　representation
is　a　minimal　one．
　　　　For　non－minimaユ且ows，　each　minimal　set　is　a　saturated望「2　as　before．
（6）4－m6￥］（・≠n∈Z）・
　　　　In　this　case，　there　also　exist　minima1且ows．
Since砿withth・m・n・d・・my圃i・a紬1d・・v…v・・M・，
we　Only　COnStrUCt且OWS　On　M＝M1．
　　　　Consider　the　ftmdamental　group　of　M：
　　　　　　　π1（M）＝〈α，β，71αβ＝βα，7α7－1＝αβ，7β7一1＝β〉．
　　　　Hereαandβare　the　generators　of　the　fundamental　group　of　the
丘ber　T2．
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　　　In　this　case　note　that　every　element　ofπ1（M）can　be　uniquely　ex－
pressed　as　apβq7「fbr　some　p，9，　r∈Z．
　　　　Example（i）　We　construct　an　example　such　that　r∩To－Z2．
　　　　Since　the　roles　ofαa皿d”）’inπ1（M）are　symmetric　andα，”）’do　not
COmmUte，　We　may　aSSUme
∂一仏［α1α2］），β一（ろ圖），and・＆一（H，圖）・
From　the　2nd　and　the　3rd　relations　ofπ1（M）we　have　b2＝Oandα2≠
・・C・njug・tingby［1を1一㍗劇，－d・・n・ideringth・2nd・el・ti・n
aga血，　we　have
∂一（・，［1］）・β一（・，［1］），andり一（圃，［宅］）・
Th・n・necanv・・ify　th・t∂・β・＆r－（［61］，［糖）］）wh・・e
　　　　　　　　　　　　　　　　λ（P，q，・）－q＋1・r・＋（・・－1・）・・
Since　every　non－trivial　element　is　fixed　point　free，　c　must　be　irrationaユ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　Since　the　subgroup　H＝〈∂，β＞is　discrete　and　R2／H窪丁2，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　act三〇n　ofπ1（M）onハ4　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　α（x，z）＝（6i（x），z），β（x，z）＝（β（x），z），’）’（x，z）＝（つ（x），z＋1）and
the　projection　D：（x，z）Hxgive　our　developing　map．
　　　　In　this　case　we　see　any且ow　is　minimaユas　follows：
　　　　From　3．15　and　3．16　we　have
　　　　工emma　3．19．　For　an　arbitrary　realオ，　the　sequence｛xr｝（r∈N），
　　　　　　　　　　　圭C劉，i・u・d・m・d・1・
wh・・叫一m
…yx－m1］and・u－［彰］，・h・・sea・equ・nce｛（P・，9・，・・）｝・u・h
that
Pn＋crn→v－y
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and
　　　　　　　　　　　　　　　qn＋1・rZ＋（・・－1・＋y）・。－U－X
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aas　n→Oo．　Then　we　have∂Pnβqne「n（x）→u．　Thus　an’arbitrary　repre－
SentatiOn　iS　a　minimal　One．
　　　　Example（ii）　Flows　such　that　1「∩7b窪Z．
　　　』In　this　case∂cannot　be　a　translation．　For　otherwise　f士om　the　lst
relation，∂must　be　a　special　translation，　and　then∂must　commute　with
牟，which　is　a　contradiction．　Thus　we　may　assume
　　　　∂一（［69］，［劣］），β一（ろ［悟］）・＆一（［ll］，圖）・
C・njug・tingby［1／la2（αα2／2i7。1・）／αα菱］，w・m・yお・um・
∂一（［川1］），β一咽），り一（［川。三・b、］）・
・nec－・・i取th・t謝一（［I　P判，［Pt魍），］）wh・・e
　　　　　λ（P，q，　r）－ip・＋6・q＋…＋1・（・一δ・）・（・一・）＋（・一δ、）pa
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　－1（P＋（・－b・）・）・＋lb・（・－b・）・・＋（・・－1・（・－b、））・＋b、9．
　　　　Then　we　see　that　c－bl　mtist　be　irrational　as　follows．．’
　　　　Suppose　the　contrary．　Then　p十（c－bl）r＝Ofor　some　p，　r∈Z．
Since　every　non．trivial　element　is　fixed　point　free　we　have　p十cr＝0，
which　implies　that　b1＝Oor　r＝0，　a　contradiction．
　　　　Then　we　can　verify　that　every　non－trivial　g∈1「is丘xed　point丘ee．
　　　．As　bef6re
　　　　α（¢，z）＝（∂（x），z），β（x，z）＝（β（x），z），”）’（x，z）ニ（＆（x），z＋1）
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and　the　projection　D：（x，　z）｝→｛診give　our　developing　map．
　　　　Minimal且ows　arise　as　follows：
　　　　Set　c1＝圭c（c－bl）．　Then
　　　　　　　　λ（剛一1（P＋（・－b・）・）・＋lb・（・一わ・）・・＋b・q．
Choose　c，　bl　such　that　c－bl　is　irrational．　Then　the　sequence｛xr｝（r∈N）
i…d・m・d1，wher叫一m圭畠淵・
F・－y忽一 nand％一］，・h…ea・equ・nce｛（Pn，9。，・。）｝・u・h
that
Pn＋（c－b、）rn→v－－y
and
わ・q・＋・（・－b・）・Z＋b・y・・　－U－（X＋（V－y）y＋1（一の・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム3S　n→oo．　Then　we　have∂P”βqn　＆「n（x）→勉．　Thus　this　representation
iS　a　minimal　One．
　　　For　non－minima1且ows，　we　see　any　minimal　set　is　a　saturated　T2　as
follows．
w。h無jugatingbyth・diffe・m・・phi・mT・団一げ］・nR2，
T∂T－1－（・，［1］），吻一・一茂
T＆T－・一（圏，［C1訟6・）2］）・
　　　In　contrast　to　example（i）above，　thgre　are　non－minimal　flows．　Since
c－bi　is　irrational，　every　minimal　set　for　a　non－minimaユflow　is　a　saturated
T2．
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　　　Proposition　3．20．
with　purely　parabolic　1「．
On　Ml　above，　there　are　no　representations
Proof．Let
∂一（［川小β一（［61］，圖），＆一（［川：1］）・
Since［α，β］＝1and［β，ッ］＝1，　we　haveα／α2＝b／碗and　b／を～＝c／c2，
which　implies　thatαand　7　commute，　a　contradiction．
　　　Proposition　3．21．
1「∩To　1　Z2．
On　T3　there　is　no　minimal且ow　such卜that
Proof．Set
∂一（・，［智］）・β一（・，［告］）・＆一（［川：1］）・
Then　we　have　for　p，　q，　r∈Z
∂・β・ダー（［6望］，［λ（Pb9，「）］），
whereλ（p，　q，　r）＝＝　alP十bl　g十clr十去cc2r（r－1）．　We　see　ai　and　bi　must　be
linearly　independent　over　Q．　Since　the　2nd　component　of　the　translation
part　is　discrete，　this　representation　is　not　minimal．
　　　　The　following　action
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　α（x，・）＝（∂（x），z），β（x，・）＝（β＠），・），7（鋼一（り（x），z＋1）’
・fπ・（T3）・n・T3　with・th・p・・jecti・n　D・（鋼岡giv・・u・ad・v・1・ping
map．　Thus　we　can　realize　this　representation　as　a且ow　on　T3．
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§4． General　case
　　　In　this　and　the　next　sections　we　classify　3－manifblds　which　admit
（G，R2）－flows　satisfying　the　assumptions（a）（b），　where　G＝Aff（2）．
　　　Proposition　4．1．　If　1「ニh（7r1（M））is　not　nilpotent，　then　we　have
the　following：
　　　　（1）The　linear　part五1「of　1「is　abeliaI1．
　　　　（2）Up　to　conjugacy　in　Aff（2），　each　g∈1「is　of　the　following　form
・imult・n・・u・ly・9－（［91］，圖）with
　　　either（i）P＝1and　g・＝Oor（ii）P≠10r　q≠0，　and　b2≠0．
　　　　Proof．　First　assume　that　the　linear　part　of　1「is　abelian．　Since　r
is　Ilot　nilpotent，　the　linear　part　of　1「is　non－trivial．　Therefore　we　can丘nd
an・1・m・nt∫∈rwh・・elin・a・p・・ti・equalt・A－mS　l］with・A≠・
after　a　suitable　conjugation．　This　imphes　that　if　pニ1then　q≠0．　Then
蜘g∈rwith　it・lin・a・p・・t　B一圏・the　c・nditi・n　th・t　B
commute　with　A　implies　that　uニ0．　Since　B－1is　singular，　we　obtain
8＝10r　v＝1．　Since　1「is　not　nilpotent，　there　exists　an　element　g∈1「
whose　linear　part．B　satis丘es　that　dther　80r　v　is　not　equal　to　1．　Since
every　llon－trivial　element　g∈ris且xed　poipt　free，　we　cai　assume　the
lin購B一､・imultan・・u・ly・
　　　　Next　consider　the　case七hat　the　lineaエpart　is　non－abehan．　Since
ris　not　nilpotent，　there　exists　a　non－trivial　commutator　element［∫，　g］
which　is　not　a　translation．　Then　by　2．3，　up　to　conjugacy，　we　have［ノ，　g］＝
（圏，圖）with・≠αSince［f，9］i・丘x・d　p・int　fr・e，　w・hav・
α2≠0・Then　by　4．2　below，　up　to　conjugacy　inσ，　the　linear　part　of　each
gi・・ft－B－m81］・imultan・・ゆTh・nby4・3（3）b・1・w，w・
see　that【r，1「】is　contained　in　the　speciaユtranslations，　which　contradicts
32
Notes　on　Complete　A飾ne　Flows　without　Closed　Orblts　on　3－Manifolds
the　assumption　that　LT　is　non－abelia皿．　Thus　this　case　does　not　occur
and　we　have　the　desired　results．　q．e．d．
　　　　工emma　4．2．　Assume　that　there　exists　an　element
∫一（圏周）∈T・with・≠・and・・≠・・Th・nupt…njug・・y
謡・a・hghasth　1・wing・f・・m・imultan・・u・ly・9－（［91］，圖）
　　　　either（1）P＝1and　q＝Oor（2）P≠10r　q≠0，．　and　b2≠0．
P・一£S・tg－（圓，圖）・Th・hn－P・・t・fノ・御∈N
i・・一mP＋。　q＋酬・By2・3thi・m・t・ixhasan・ig・nvalu・1・
Therefbre　det（0－1）＝（ps－gr十1－s－－p）一αrnニOfor　aユl　n∈N，　which
implies　r＝O　and　either　p＝10r　8＝1．　Since　the　product　of　two　elements
must　also　satisfy　this　condition，　we　may　assume　8＝1simultaneoμsl）r．
q．e．d．
　　　1emma　4．3．　Let
ノー（陪］・圏）dndg－（［1・　q・］，團）
　　　be　two　elements　ofσ．　Then　the　followings　hold：
（・）ノー1－（［1停1一αZ／α1］・［（一α・場α・）／α・］）・
（・）ノ9－（［αr1α1角、＋α2］・［：1］＋［α・b・瑳α・b・］）・
　　　In　particular　the　2nd　component　of　the　translation　part　is　additive．
（2）9／9－・一（［曽（1一α1）92＋β・α・］・
［β1α1＋β2α2＋（1　）1’、＋（α・β・一α・β・一β・）b・］）・
（3）lf・f，・9∈rth・n／9ノー・9－・一（・，［1］）wh・・e　．
　　　k＝（1一β1）α1＋（α1－1）bl＋（α2β1一α1β2一α2）α2＋（α2β1一α1β2＋β2）b2．
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　　　Pro　of．　（0），（1），（2）are　easy．　We　prove（3）．　By（1）above，　the　2nd
componellt　of　the　translation　part　of／gノー1g－1　is　equaユto　O．　Then　by
2．2this　eleme11t　must　be　a　translation．　q．e．d．
　　　Remark．　After　we　have　established　4．1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
have　k＝（1一β1）α1＋（α1－1）b1一β2α2＋α2　b2．
Proposition　4。4．π1（M）is　s・1vable．
　　　Proof・　For　non－nilpotent　1「’1
shows　this　proposition．
Proposition　4．5．
ince　Ll「is　abelian，　we
by　4．1（ ），［T，1］is　abelian，　which
π1（M）is　torsion　free　and　H1（M；R）≠0．
　　　　Proof．　The　first　part　is　a　conclusion　of　2．4（2）．　By　4．3（1），　we
ca皿easily　construct　a　non．trivial　homomorphismρ：π1（M）→R．　This
shows　that　Hl（M；R）≠0．
　　　　One　can　easily　verify　the　following
　　　　正emma　4．6．　For　p≠1　and　k＝－g／（p－1），　we　have
囲・（［川：1］）・［61］（［川C・1、kc・］）・
L・mma　4・7・L・t∫一（［瞥］，［ll］）∈α
　　　If　fk　is　a　speciaユtrallslation　fbr　some　integer　k≠0，　then∫itself　is
aspecial　translation．
　　　Proof　We　may　assume　that　k＞0．
　　　case　1．　k＝2．
f2　・・（［誓（α1九1）α2］，［Zl］＋［瞥］［ll］）・
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　　　If／2　is　a　speciaユtranslation　andα1＝1，　then　we　obtainα2＝Oand
／itself　is　a　speciaユtranslation．　Ifα1＝－1，　then　we　obtain／2＝1，　a
contradiction．
　　　　case　2・kis　an　odd　integer．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
fk－（α生（Σ夕；δα｛［。1）α・］，［（Σ穿α｛）1］［li］）f・rs・me＊・
　　　　If　fk　is　a　speciaユtranslation，　thenα1＝1andα2＝0．　From　this　we
haveα2＝0．
　　　　case　3．　general　k．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「
　　　Express　k＝2ml　where　J　is　odd．　Use　case　l　m　times　and　then　use
case　2．
　　　　Lemma　4．8．　For　non－trivial∫，　g∈T，　if　g／g－1＝ノー1，　then　by
・・njugatingby－・1・m・ntm　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll］f…s・m・kw・hav・th・tノー（・，［智］）
（・・peci・lt・an・1・ti・n）andth・tth・lin・a・part・fgi・equ・lt・［略11］・
　　　　Proof．　　4．3（3）shows　thatノー2　is　a　speciaユtranslation，　and　by
l・一・4・7fi・al・・a・peci・l　t・・n・1・ti・n・S・tting9－（圖，圖）
and　comparing　the　translation　part　of　g∫and∫－1g，　we　have　p＝－1．
C・njug・ting　r　by　H　wh・・eん一圭，w・hav・th・d・・i・ed　f・・…
q．e．d．
　　　　Lemma　4．9．　Let　M　be　a　T2－bundle　over　51　with　hyperbolic
monodromy．4．　Then　the　generatorsα，β∈π1（T2）⊂π1（M）ar6　ho－
mologica皿y　torsion（some　power　of　them　are　represented　by　products　of
commutators）．
　　　　Proof．　Abelianize　the　group　relation　of　r1（M）．　Then　we　see　some
power（equal　to　1十det　A－trace．A）ofαandβare　homologous　to　zero．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ACorollary　4・10・　∂andβare　special　translations．
Proof　This　concludes　from　4．7　and　4．9，
　　　By　2．5（Evans－Moser），　we　only　consider　T20r　K2－bundles　over　S1．
In　the　fbllowing　of　this　section　we　treat　T2－bundles，　and　the　K2－bundle
case　in　the　next　section．
　　　We　consider　all　cases　with　respect　to　their　monodromy　A∈GL（2；Z）．
　　　1．　　det　A＝1case．
　　　　（i）Elliptic　case・（ltrace　Al＜2）
　　　　Proposition　4．11．　The　case　det　A＝
not　occur．
1and l raceAI＜2does
　　　　　Proof．　By　proposition　3．11，．　we　have　3　cases　to　deaユwith．
　　　　　（1）A－［P，6］・
　　　　　In　this　case　we　have
　　　　　π1（M）＝〈α，β，ッ1【α，β］＝1，7α7－1＝＝β，7β7筒1＝＝α一1＞．
’　　In　this　caseα2　andβ2　are　homologous　to　zero．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ABy　le㎜a　4．7，∂andβare　special　translations．
昨（［ll］，［：1］）・Flr’・mth・t－・1・ti・n・part・fth・・elati・n＆δ一
　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
β＆，we　have　cα1＝bl．　From　＆β＝∂－1つ，　we　have　cb1＝一α1．　Then　we
　have　c2＝－1，　which　is　a　contradiction．　Thus　this　ca8e　does　not　occur．
　　　　　（2）4－［三1ず］・
　　　　　’ln　this　case　w合have
　　　　　π1（M）＝〈α，β，71［α，β】＝1，7α7－1＝α一1β一1，7β7－1＝α〉．
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Sinceα3@i・h・m・1・9・u・t・ze・・，　w・hav・6］一（・，［客］）andβ一
咽）f・rs・m・α・andわ・・Th・n・al・u1・tingth・t・an・1・ti・np・・t・・f
the　2nd　and　the　3rd　relation，　we　have　cα1＝一α1－61　and　c61＝α1，丘om
which　we　dedu6eα1＝0，　a　contradiction．　Thus　this　case　does　not　occur．
（3）A－m111］・
　　　　In』this　case　we　have
　　　　π1（M）＝＝〈α，β，71［α，β］＝1，7α7－1＝αβ，7β7－1＝α一1＞．
　　　　In　this　case　trace■A2＝－1，and　taking　the　double　cover　with　respect
to　the　base　Sl　and　reducing　to　the　observation　ill　case（2），　we　see　this
case　does　not　occur．
　　　　（ii）　Hyperbolic　case．（ltraceA1＞2）
L・tA一ﾍ・Th・n
　　　　π1（M）＝〈α，β，”）’1［α，β］＝＝1，7αγ一1＝αkβi，7β7－1＝・αMβn＞．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　In　this　case　by　4．10　the　generatorsδandβare　special　translations．
Then　by　3・5，　the　linear　part　of「P　has　all　eigenvalue≠1．　Conjugating　by
a　suitable　element｛　we　have
a－（・・［1］），β一（・・［告］），＆一（［19］，［：1］），
with・≠1・Th・nw・・ee　th・t・i・an・ig・nvalu・・fA・and・th・t［，1］i・
an　elgenvector　corresponding　to　c．　Then　c　and　also　bl　must　be　irrational．
Furthermore　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　∂・Gq＆r－（［ぢ1］，［λ（劉）
whereλ（P，　q，r）＝P＋blq＋c1εr，ε。＝Σ；；詞・
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　　　　Since　bl　is　irrationa1，　every　non－trivial　g∈1「is丘xed　point　free．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　action　ofπ1（M）onルf　is　given　as　fol6ws．
L・t
m1］b・the　eig・nvect・・c・rre・p・nding　t・th・・th・・eig・－lu・
c－1．Then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　α（x，z）＝（δ（x），z＋1），β（x，z）＝（β（x），z＋の，7（x，z）＝（＆（x），c－lz），
i・th・d・・i・ed・・ti・n・・nth－plan・in　R・，　th・・et　Z［11］eZ圏
i・id・nti丘・dt・Z㊥Z・by・th・1in・a・m・p浴Cwhi・h・h・w・th・tth・
action　above　is　properly　discontinuous　a皿d　free．
　　　Since　the　2nd　component　of　the　translation　part　is　c2　r（discrete），　this
representation　is　not　minimal．
　　　Each　minimal　set　of　this且ow　is　a　saturated　T2．
　　　　（iii）　Parabolic　case．（ltrace且1・＝2）
（1）A－m㌍1］・
　　　　In　this　case　we　have
　　　　π1（M）＝〈α，β，71［α，β］＝1，0rα7－i＝α一1，7β7－1＝β一1＞．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　From　the　2nd　and　3rd　relations　a　and　6　must　be　special　translations．
By・・uit・blec・njug・・yw・m・y…m・∂一（・，［1］）・ndβ一（・，［告］）・
Th・nby4・8w・m・yas・um・＆一（［b’g］，圖）・
　　　For　p，　q，　r∈Zwe　have
　　　　　　　　　　　　　　δ・β・＆r－（［（－6）rg］，［λ（留γ）］）
whereλ（p，　q，　r）＝p＋わ1　g＋c1εr，εr＝麦（1＋（－1）「－1）．　The　injectivity
of　h　requires　that　bi　must　be　irrational．　TheII　we　obtain　a　representation
where　every　non－trivial　g∈ris丘xed　point　free．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　action　ofπ1（M）on　M　is　given　by
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　　　α（x，z）＝（∂（x），z＋1），β（x，z）＝（β（x），z），7（x，の＝（＆（x），－z）．
with　the　developing　map　D：（x，　z）｝→x．
　　　Since　the　2nd　component　of　the　translation　part　is　c2　r（discrete），　this
representation　is　not皿inimal、
　　　We　see　that　every　minimal　set　is　a　saturated　T2　corresponding　to
y＝const．
（2）A－m禍］（・≠n∈Z）・
　　　In　this　case　we　have
　　　π1（M）＝〈α，β，7縫α，β］＝1，7α7－i＝α一1βn，7β7－1＝＝β一1＞．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　From　the　2nd　and　3rd　relations∂andβmust　be　special　translations．
S・t∂一（T・［宅］）・ndβ一（・・［告］）wh・・eα・and・b・a・en・nze…　By
4・8・・etり一（［も11］・圖）・Th・n　fr・m　th・2nd・e1・ti・n　w・hav・
∴a1＝一α1十nb1，　which　implies　n＝0，　a　contradiction．　Thus　this　case
does　not　occur，
（3）且一?iη∈z）・
　　　　The　relations　ofπ1（M）are［α，β］＝1，7α7一1＝αβπ，7β7－1＝β．
　　　We　can　verify　that　ifη≠0，　then　r⊂σ1　as　follows．
Byth・2nd・el・ti・nβi・h・m・1・9・u・t・ze・・，th・ti・β一（ろ圖）i・
aspecial　translation．　Then　from　the　lst　and　3rd　relations　we　see∂and
宇　are　contained　in（穿1．　Thus　no　Ilew　examples　arise　from　here，
　　　When　n＝0，　we　wiH　observe　that　new　examples　do　not　arise　as
follows：
L・t∂一（［留］，圏）b・・g・n・・at・・in　r・u・h　th・t・≠1．
Sinceβ一（圖，團）and宇一（圖，［：1］）・・－ut・with・a，
comparing　the　linear　part　we　haveδ’＝κ（b－1）alld　c’＝κ（c－1）where
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・一・’^（一・）・C・njug・tingby圃，w・m・yas・um・α’一・，b’一・
and　c’＝0．　Then　commuting　condition　again　shows　that　b1＝1（b－1）
and　c1＝1（c－1）where　l＝α1／（α一，1）．　If　J≠0，　then　conjugating　by
（［’6i　？］，［1］），w・m・yas・um・1－・・Thピ・w・have　l
∂一（［川8，］），β一（［89］，［£］），∂一（［川8，］）・
Then　fbr　p，q，　r∈Z
∂・β・er－（［αPぽ♂1］，［。，P＋£q＋。，r］）・
　　　　From　this　we　haveα2，b2，c2　must　be　linearly　indep　endent　over　Q．
　　　　We　will　see　that　this　representation　is　not　realizable　as　a且ow．
　　　　Suppose　that　there　is　a且ow　realizing　this　representation　with　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　developing　map　D：T3→R2．
　　　　First　consider　the　case　whereα＝－1　and　lbl＝lcl＝1．　Then　1「is　a
subgroup　of　Euclideall　isometries　oII　R2．　Let　K　be　a　relatively　compact
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fundamentaユregion　in　T3．　Then　D（K）is　also　relatively　compact　and　the
1「orbit　of　D（K）does　not　cover　the　whole　R2，　which　contradicts　that　D
　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　1S SUrJeCt1Ve。
　　　　Next　consider　the　case　where　at　least　one　of回，　lbl，lcl　is　not　equal　to
1・L・tπ・
?
　　　　　　　　　　　］F・・xb・th・p・・jecti・nt・th・first・fa・t…Th・n・inceth・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りrepresentation　above　leaves　the　line∬＝Ofixed，　the　mapπoD：T3→R
defines　a　codimension　one　transversely　aMne　foliation　1「　of　T3　with　only
one　compact　leaf　L　which　corresponds　to　the　point　x＝0．　In　particular
∫is　aユmost　without　holonomy．　Taking　a丘nite　cover　we　may　assume
that∫is　transversely　orientable　and　that五is　7「2　with　non－trivial　linear
holonomy　corresponding　to　7r　oδi．　Cutting　out　T3　along　L，　we　have　an
a伍ne　foliati’on　on　T2×［0，1］which　is　almost　without　holonomy．Then
by　a　theorem　of　Inaba［1］，　the　transverse　orientatiolls　oll　the　boundary
leaves　T2×｛0，1｝are　simultaneously　inward　or　simultaneously　outward，
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which　contradicts　the　transverse　orientability　of∫．
does　not　occur．
Thus　this　case　also
II．　　det　A＝＿1　case．
　　　case　1・ltraceAl＞o，
　　　In　this　case　both　of　the　eigenvalues　of　A　are　real　and≠1，　and　the
treatment　is　the　same　as　the　hyperbolic　case．　　　　　」
　　　　case　2．　　trace／1＝0．
　　　　In　this　case　up　to　conjugacy　in　GL（2；Z），　ther．e　are　3　cases　as　fblows．
（・）A－m6P，］・
　　　』In　this　case　we　have
　　　　π1（M）＝〈α，β，”）’1［α，β】＝1，7α7－1＝α，7β7－1＝β一1＞．
From　the　3rd　relation　necessarily　we　have
β一（ろ囹）and・＆一（囲，［：1］）・
Sinceα一dβ・・－ut・，w・hav・∂一（圏倒）・Th・nbyth・2nd
・el・ti－w・hav・・一・and・・一・・C・珈g・tingby［bl1α1・］w・m・y
aSSUIneα2＝bl＝　　　　　　　　　　　　　　　1．Thus
∂一（・，［1］），β一（・，［1］）andり一（圃，［：1］）・
Then　for　p，　g，　r∈Zwe　have
　　　　　　　　　　　　　　∂・碑一（［（－a）”9］・［驚）］）
whereλ（p，　q，　r）＝q十c1εr・，εr＝圭（1十（－1）「－1）．　Since　this　representation
must　be　injective，　c2　must　be　irrationaユ．　Then　we　see　that　every　non－
trivial　g∈Tis丘xed　point　free．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　action　ofπ1（M）on　M　is　given　by
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　α（x，z）＝（∂（x），z），β（x，の＝（β（コ膠），z），7（x，z）＝（＆（x），z＋1）．
　　　Since　the　lst　componellt　of　the　translation　paエt　is　discrete，　this　rep．
resentation　is　not　minimal．　We　see　that　each　minimal　set　is　a　saturated
T2．
　　　（2）A－［111］・
　　　In　this　case　we　have
　　　π1（M）＝〈α，β，ッ1［α，β］＝1，7α7－1＝αβ，7β7－1＝・β一1＞．
R・mth・3・d・el・ti・nnecessa・ilyw・hav・β一（ろ［告］）
and　＆一（［6’g］，［：1］）・Sinceαandβ・・蝋w・hav・∂一
（H，［ll］）・Th・nbyth・2nd・e1・ti・nw・hav・一・and2・・＋b1－
0．Then　fbr　p，　q，　r∈Zwe　have
　　　　　　　　　　　　　　∂・β・γ一（［（－a）rl］，［誰糊！］）
whereλ（p，　q，　r）＝α1p－2α1q十c1εr，εr二去（1十（－1）「－1）．　Since　the
representation　is　injective，α2　and　c2　must　be　linearly　independent．　Thell
every　non－trivia19∈1「is　fixed　point　fre6．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　action　ofπ1（M）on　M　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　α（x，z）＝（∂（x），z），β（x，z）＝（β（x），の，7（x，の＝（＆（x），z＋1）．
　　　Sinceλ（p，　q，r）is　discrete，　this　representation　is　not　minima1．　We　see
each　minimal　set　is　a　saturated　T2．
　　　　（3）A－［16］・
　　　In　this　case
　　　π1（M）＝〈α，β，71［α，β】＝1，7α7－i＝β，7β7－1＝α〉．
　　　Since　7αβ一17－1＝（αβ一1）－1，
・n・n－t・ivi・1・peci・1・t・an・1・ti・n・and・th・t＆一（［ず1］，圖）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aby　4．8　we　may　assume　that∂β一1　is
42
Since
Notes　on　Complete　A伍ne　F】ows　without　Closed　Orbits　on　3－Manifolds
b・t…dβ・・－ut・with∂β一1，　w・hav・∂一（H，［Z；］），β一
（圏周）・Since∂β一・i・a・pec－・1・ti・n，　w・hav・α一b．
Then　from　the　lst　and　the　2nd　rdations　we　haveα＝0，b2＝α2　and
癬・with・・≠・and・・≠αC・njug・tingby［α11α1・］w・m・y
∂一（・，［i］），β一（ろ［三1］）・
　　　Then　we　have
　　　　　　　　　　　　　∂・β・γ一（［（－a）rl］，［P糎ll，］）
whereλ（P，9，r）＝p－q十c1εr，εr＝麦（1十（－1）「－1）．　Since　this　represen－
tation　must　be　injective，　c2　must　be　irrational．　Then　we　see　that　every
且on－trivial　g∈1「is且xed　point　f士ee．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　action　of　7「1（M）onルf　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バα（¢，z）＝（a（忽），z），β（｛む，z）＝（β（x），z），7（記，z）＝（e（忽），z＋1）．
　　　Sinceλ（P，　q，　r）is　discrete，　this　representation　is　not　minimaI．　We　see
each　minima1　set　is　a　saturated　T2．
　　　　Summarizing　these　results　we　have
　　　　Theorem　4．12．　Let　M　be．a　T2－bundle　over　51　with　the　mon－
odromy　map　A．　Then　the　followings　hold．
（1）Madmits　an　a伍ne且ow　with　the　assumptioIls（a）（b）if　and　only　if
Ais　one　of　the　following：
（i）det　A＝1case．　’
t
1t・ace　A1＞2（hyp・・b・1i・），［11　f1］，圏（n∈z）・
（ii）det　A＝一1case．
43
明治大学科学技術研究所紀要　31（3）：1992
（2）
lt・翻i＞・（hyp・・b・li・），［6　P，］，［6　11］，［16］・
、．M　supports　a　complete　a伍ne　minimaユ且ow　if　and　only　if
A－m副（η∈z）・
§5． Flows　on　K2－bundles
　　　Lemma　5．1．　If　M　is　a　K2－bundle　over　81，　then　the丘berwise
d・ublec・v・・i・aT・－bundl・・v・・5・withm・n・d・・my
m土1　00　土1］・
　　　Proof」　　Consider　the丘ee　illvolutionσ：T2→T2　satisfying
T2／σ＝K2．．On　Hl（T2；R）i≧R2　with　the　standard　identi丘cation，　the
induced・ut・m・・phi・ma・　＝mI　P、］・Sinceth・m・n・d・・mym・pA・n
H・（T・；R）mu・t・・－ut・with・a・，w・hav・A＝＝m標、］・q…d・
　　　One　can　easily　verify　the　following
　　　Lemma　5．2．　（1）Inπ1（K2）＝〈α，β1βαβ一1＝α一1＞，π1（T2）is
generated　byαandβ2．
　　　（2）Every　element　in　Ti（K2）is　uniquely　expressed　as　akβi　for　some
k，1∈Z．
　　　（3）Inπ1（K2），（αmβπ）2＝αη葛＋（－1）nmβ2n．
　　　（4）The　fundamental　group　of　the　total　space　M　of　aκ2－bundle　over
31has　the　fbnowing　presentation：
　　　π1（M）＝〈α，β，71βαβ一1・＝α一1，7αツー1＝αたβ‘，7β7｝1＝αmβπ＞
for　some　k，」，　m，　n∈Z．
　　　Theor6m　5．3．　Let　A　be　the　monodromy　map　of　the丘berwise
doubly　covered　T2－bundle　over　81．
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（1）M　supports　an　a丘ine且ow　with　the　assumptions（a）（b）if　alld　only　if
且一…
m一1001］・
（2）Minima1且ows　do　not　arise　in　this　case．
　　　　Proof．　　In　the　following　we　divide　the　cases　to　consider　by　the
monodromy　of　the飾erwise　doubly　covered　T2－bundle　over　81．
case　1．’狽??@monodromy＝1．
　　　　Set　the　relations　ofπ1（M）asβαβ一1＝α一1，7α7　一＝　1＝α鳶βz，7β7－1＝
αmﾀnwhere・k，1，　m，n　are　integers．　Since　7α7一1＝αand　7β27－i＝
αm＋（－1）nmβ2n＝β2，　we　have　kニ1，1＝Oand　n＝1．
　　　　Thus　the　relations　ofπ1（M）areβαβ一1＝・α一1，7α7－1＝α，7β7－i＝
αMﾀ　for　some　m．
　　　　Thell　the　automorphism　ofπ1（1〈2）determined　by　the　2nd　and　the
3rd　relations　can　be　realized　by　a　diffeomorphism　of　K2．
By　the　lst　relation　and　le㎜a　4．8，　we　may　assume
a－（1，［智］），β一（［ず1］，［亀］）・
By　the　2nd　relation　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－（［61］，［：1］）・
恥om　the　3rd　relation　we　have　c＝Oand　c1＝去mα1．　Thus
∂一（ろ［智］），β一（圃，［ll］），＆一（ろ圏）・
Th・n塵一（ろ圏）・
　　　We　see　forp，q，T∈Z
　　A∂Pβqe「
一（［（で）q
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whereλ（p，　q，　r）＝　alp十bl　eq十（－1）qcl　r，εq＝＝毒（1十（－1）q－1）．　From　this，
b2　alld　c2　must　be　linearly　independent　over　Q．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　　　The　action　of　7r1（M）on　M　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　α（x，z）＝（∂（x），z），β（コe，z）＝（β（コ彦），z），7（x，之）＝（＆（詔），z＋1）．
　　　Since　the　lst　compollents　of　the　translation　parts　of∂’andりare
rationally　dependent，　by　considering　on　the　fiberwise　double　cover　T3，
we　see　there　does　not　exist　a　minimaユexample．　Each　minimal　set　is　a
saturated　1（2．‘
Remark．If　m≠0，　then　Mm　is　the　m－fold　cover　of　Ml．
case2・th・m・n・d・・my－
m6　P，］・
　　　We　wil　see　this　case　does　not　occur．
　　　　In　this　case　the　relations　ofπ1（M）areβαβ　1　＝α一1，7α7一1　＝
α，7β7－1＝αmβ一1fbr　some　m．
　　　　The　automorphism　ofπ1（1（2）determlhρd　by　the　2nd　and　the　3rd
relations　can　be　realized　by　a　diffeomorphism　of　K2．
By　the　lst　relation　we　may　assume
∂一（・・［智］）andβ一（［も11］，［亀］）・
Th・nbyth・2nd・e1・ti・nw・m・yas・um・e－（圏，［：1］）・Since
the　2n　　　 　dcomponent　of　the　translation　part　is　additive，　from　the　3fd　rela－
tion　we　have　b2＝0，　which　contradicts　2．3．
case・3・th・m・n・d・・my－m応11｝
　　　In　this　ca£e　the　relations　ofπ1（M）are
　　　βαβ一1＝α一1，7αゲ1＝α一1，7βヅ1＝・αMfi　for　some　m．
　　　Then　the　automorphism　ofπ1（K2）determined　by　the　2nd　and　the
3rd　relations　can　be　realized　by　a　diffeomorphism　of　K2．
Th・nw・m・yas・um・∂一（・，［客］）andβ一（［i’　9］・圖）・By
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th・2nd・e1・ti・nw・m・y…um・り一（匿］，圖）・fi・mth・lin・a・
part　of　the　3rd　relation　we　have　c　＝　O．　Then　from　the　translation　part　of
the　same　relation　we　have　2（c1－bl）＝ma1．　Thus
6i－（・・［客］）・β一（［ず1］・［亀］），＆一（［も11］，［瓶＋b・］）・
Then　we　have　for　p，　g，　r∈Z
δ・β・γ一（［（－18q＋「1］，［黎毒！］）
whereλ（p，　g，　r）＝alp十b1εq十（－1）qc1εr，εq＝毒（1十（－1）q－1）．　Since　the
representation　is　injective，　b2　and　c2　must　be　linearly　independent　over
Q・Thell　every　non－trivia19∈1「is　fixed　point　free．
　　　　The　developing　map　can　be　constructed　similarly　as　before．
　　　　By　the　conclusion　of　the　corresponding　7「2－bundle　case，　we　see　there
are　no　minimal　examples．　Each　minimal　set　is　a　saturated　T2．
cas・4・th・m・n・d・・my－bPユ］・
In　this　case　the　relations　ofπ1（M）areβαβ一1＝or’－1，7α7－1＝or－－1，
7β7－1＝αmβ一1for　some　m．
　　　　The　automorphism　ofπ1（K2）determined　by　the　2nd　and　the　3rd
relations　can　be　realized　by　a　diffeomorphism　of．　K2．
Then　by　the　lst　relation　we　may　assume
6i－（ろ團），β一（［ず1］，［亀］）・
By　the　2nd　relation　we　may　assume
＆一（［略1 1］，［：1］）・
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Then，　as　in　case　2　above，　from　the　3rd　relation　we　have　b2＝
acontradiction．　Thus　this　case　does　not　occur．
0，which　is
§6． Remarks　and　problem串
The　existence　of　traIlsverse　foliations．
　　　　We　can　see　that　al　the且ows　arising　above　admit　transverse　codi－
mension　one　fQliations・In　the　hyperbolic　case（det＝1and　ltraceI＞2，
or　det＝・－1　and　ltracel＞o））alld　in（1）of　the　parabolic　case　in§4，　we
must　consider　the　foliations　which　are　the　suspensions　by．A　of　suitable
linear　foliations　on　T2．
　　　　Except　for　these　two　cases，　we　see　that　foliations　by　the　fibers　are
tra皿SVerSe　tO且OwS．
　　　　Finally　we　pose　some　problems。
　　　　Problem　1．　If　we　drop　the　condition　that　D　is　surjective，　then
which　types　of　domaill　do　there　arise？
　　　　Problem　2．’For　a　given　T20r　K2－bundle　over　51　admitting
むomplete　a伍ne且ows，　determiIle　the　moduli　space　of　transversely　aMne
且OWS．
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